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Hypothese

Dans tout ce chapitre, le corps K désigne R ou C.

On peut définir un polynéme en fonction d’'un réel x, mais ce méme polynéme peut aussi s’appliquer a une
matrice A € M, (K) avec n € N*, ou encore a2 un endomorphisme de groupes f : G — G. Ainsi, c’est bien le
méme polynéme qu’on applique a ces trois objets :

P(x)=x4+2x—4
P(A) = A% +2A - 41,

P(f)=f>+2f —4idg avec f> = fofof

On souhaite étudier le polynome P indépendamment des objets en lequel on I'applique. Cela conduit a définir
un polynéme selon une variable X qui sera appelée une indéterminée : on ne précisera pas I'ensemble auquel X
appartient (en pratique X sera un élément d'une “algebre”). Le polyndme ci-dessus s’écrira donc :

P(X)=X 42X —4
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Polyndmes (partie A)

1 Structure algébrique de K[X]

1.1 Définition

Définition 20.1 (Définition intuitive, écriture développée)

Un polynéme (2 une indéterminée) a coefficients dans K correspond a une famille (ag, - ,a,) € K"+
avecn € N.
Si on note P un tel polyndme, on peut le représenter par son écriture développée :

n
P= Z aka = aNXN —i—aN_lxN_l +---F+aX+ap
k=0
® ay,ai,- - ,a, sont appelés les coefficients de P.

e Pour tout k € [0,n], a; est appelé coefficient de degré k de P.

e On note K[X] I'ensemble des polynomes a coefficients dans K.

On pourra noter indifféremment P ou P(X) pour désigner le polynéme P.

Exemple1. —X%>+2, 5X'", 4 sontdes polynomes.
~+oo
X2 et Z X* ne sont pas des polynomes.
0

k=
P =0 estappelé polynéme nul. Il correspond a une famille ot1 tous les éléments sont nuls.

Cette définition pose toutefois un probleme : la famille associée a un méme polyndme n’est pas unique car on
peut toujours rajouter des coefficients valant 0 :

e —X? 42 correspond aussi bien 2 la famille (2,0, —1) que la famille (2,0, —1,0), ou encore (2,0, —1,0,0),
etc.

e Le polynome nul correspond aux familles (0), (0,0), (0,0,0), etc.

Bien qu'il n’y ait pas unicité de |'écriture, on a quand méme la proposition suivante :

Définition 20.2 (Identification)

n
SoitP= ) aX ket 0= Z b X k. Les polynomes P et O sont dits égaux et on écrit P = Q si et seulement
k=0 k=0
si Vke [[O,n]] ay = by.

n

On notera qu'il faut que les sommes pour P et Q s’arrétent au méme entier n, ce qui est toujours possible quitte a
rajouter des coefficients nuls a P et/ou Q, cf début de la section 1.4.
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Polyndmes (partie A)

1.2 Degré d’'un polynome

Définition 20.3 (Degré)

aX* un polynéme de K[X]. On définit son degré, noté deg P ou deg(P), comme étant la valeur
0

Soit P =

n
k=
suivante :

e SiP #0, degP estle plus grand entier k € [0, n] tel que a; # 0.

e Si P =0, on pose par convention deg(0) = —oo.

n
SiP= Z a;X* estun polyndéme écrit sous forme développée, on a donc :
k=0

—oo siP=0
degP :=
{max{ke[[O,n]] |ar #0} siP#0

En particulier degP € NU {—co}.

Notation. Pour toutn € N, on note KK, [X] 'ensemble des polynomes de degré n:
Ky [X] ={P € K[X] | degP <n}

En particulier Ky[X] est 'ensemble des polynémes constants. On peut l'identifier a K et écrire par exemple
P=apeK.

1.3 Ecriture normalisée et vocabulaire

La dénomination d’écriture normalisée n’est pas officielle. Mais c’est bien pratique pour fixer les idées.

Propriété 20.4 (Non officiel : écriture “normalisée”)

Soit P € K[X] non nul et n € N. Alors deg P = n si et seulement s'il existe (g, - - - ,a,) € K""! tels que

k=0

I s’agit de I'écriture normalisée de P. Cette écriture est unique pour tout polynéme non nul.

Le principal intérét de |’écriture normalisée est de donner directement le degré. Le polynéme nul n’admet pas
d’écriture normalisée.
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Polyndmes (partie A)

On a vu deux écritures différentes d'un polyndme : développée et normalisée. Selon I'écriture retenue, on n'a pas
la méme information sur le degré :

Propriété 20.5 (Lien entre écriture et degré)

SoitP € K[X] etn € N.

e Avec I'écriture développée :

n
P e K, [X] <:>degP§n<:>P:Zaka avecap, -+ ,a, € K
k=0

e Avec I'écriture normalisée :

n
degP=n <= P=) aqX‘ avecap,-,a,€K et

k=0

Lécriture développée de P donne une information sur le degré maximal de P, donc sur un ensemble K, [X|
auquel il appartient. L'écriture normalisée de P donne la valeur précise du degré de P.

n
Vocabulaire lié au degré. Soit P un polynéme non nul qui a une écriture normalisée P = Z aX* avec ay, #0.
k=0
. a, est appelé le coefficient dominant (ou de plus haut degré) de P.

1
2. a,X" est appelé terme dominant (ou de plus haut degré) de P.

3. Pestdit unitaire sia, = 1, i.e. si P est de la forme X"+a, 1 X"+...a1X +ag
4

. Pestditun monémesia,_; =---=ap =0, i.e. si P est de la forme a, X"

Propriété 20.6 (Identification)

Soit P,Q € K[X]. P = Q si et seulement si deg P = deg Q et leurs coefficients de méme degré sont égaux
deux a deux.

Si P et O sont non nuls, on peut les mettre sous forme normalisées
n m
P=Y aqx* et 0= Zkak avec a,#0 et b,#0
k=0 k=0

Onaalors P = Qsietseulementsin =met Vke [0,n] ap=by.
1.4 Somme de polynomes et multiplication par une constante
n
Quand on écrit un polynéme avec I'écriture développée P = Z arX*, on peut librement compléter la famille
k=0
N
(ap,--- ,ay,) en ajoutant des coefficients a, . 1,a,2,- - tous égaux a 0. Ainsi, si N > n, on peut écrire P = Z arX*

k=0
enposanta; = 0pourn <k < N.
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Polyndmes (partie A)

C’est pourquoi dans la propriété qui suit on prend des écritures développées pour P et Q qui vont jusqu’au
méme entier N : on peut toujours s’y ramener quitte a ajouter des zéros '.

Définition 20.7 (Opérations + et 4-)

Soit A € K et deux polynéomes de K[X] :
N N
P=Y axt 0=Y bx*
k=0 k=0
On pose alors
N N
P+Q:=Y (ax+b)X* AP:=Y (Aar)X"
k=0 k=0

P+ Q et AP sont bien des polynomes : en effet pour tout k, a + by et Aay sont bien des éléments du corps K.
Les notations sont cohérentes avec la linéarité de la somme :

N N
kak = Z (Aag + ubk)Xk
=0

N
AP+pQ = AY X +u
k=0 k=0

k

Propriété 20.8

Lensemble (K[X],+) est un groupe abélien. Son élément neutre est le polyndme nul. Le symétrique de P
pour + est le polynéme —P.

Propriété 20.9 (Degré de A P)

Soit P € K[X] et A € K.
degP sid e K"

deg(AP) = {_oo =

Démonstration. SiA =0 ou P =0, le polyndme AP n’'a que des coefficients nuls : c’est le polynome nul et donc
son degré est —oo.

n n
Si A # 0 et P # 0, on peut écrire (forme normalisée) P = Z arX* avec a, # 0. Alors AP = Z (Aag)X*. Comme
k=0 k=0
Aa, # 0, il s’agit de la forme normalisée de AP, donc deg(AP) = n = degP. O

1. Certains auteurs vont méme jusqu’a rajouter des termes nuls jusqu’a l'infini et écrire que I'écriture développée d'un polyndme est
+o0
P= Z aX* o (ay) est une suite nulle a partir d'un certain rang. C’est en fait la définition la plus “correcte” d’'un polyndme.
k=0
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Polyndmes (partie A)

Propriété 20.10 (Degré de P+ Q)

Soit P,Q € K[X].Ona:
deg(P+ Q) < max(degP,deg Q)

De plus, si deg P degQ, alors
deg(P+ Q) = max(deg P,deg Q)

avec la convention max(n, —e0) = n pour tout n € NU{—oo}.

Attention, si deg P = deg Q, il peut arriver que deg(P + Q) < max(degP,deg Q). Par exemple, si P # 0et Q = —P,
alorsdeg(P+Q) = .......... tandis que max(deg P,deg(—P)) = deg P > 0 car P et —P ont méme degré.

Démonstration.

Corollaire 20.11 |

Soitn e N.SiP,Q € K,[X],alors VA,ueK AP+ uQ € K,[X].
En particulier, K,[X] est un sous-groupe de (K[X],+).

1.5 Produit de polynémes

Le produit de deux polynomes est calqué sur le produit tel qu’on le calcule dans les réels. En introduction, on
considere donc deux fonctions polynomiales f, g € R® définies pour tout réel x par :

flx)= Zaixi glx) = Z bix'
i=0 j=0

avec m,n € N. Le produit fg est aussi une fonction polynomiale :

(f8)(x) = (ao+arx+axx®+ -+ amx™) (bo+ b1x+ box* + ...+ byx")
=apbhy +( )x + X+ + agbx™
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Polyndmes (partie A)

Plus généralement, le coefficient de degré k de fg est

Zaibj = aobx+arbi—1+---+ar_1b1 +arby
i+j=k

(on sous-entend que i et j sont les indices de sommation et que i € [0,m] et j € [0,n] car g; et b; ne sont définis

que pour ces valeurs de i et j). Sur le méme principe, on peut montrer que

£)(5) £ 5 ()

i=0 j=0 i=0 j=0 k=0 \i+j=k

Définition 20.12 (Opération x)

m n
SoitP=) aX'etQ= Z b;X’ deux polynémes avec m,n € N. On définit le polynéme produit :

i=0 j=0
m n L m+n
PQ = Z Z aib; X' = Z aX®  avec ¢ = Z aib;
i=0 j=0 k=0 i+j=k
Propriété 20.13 (Degré de PQ)
Soit P,Q € K[X].Ona deg(PQ) = degP+degQ.
Cette formule sous-entend la convention n + (—e) = —oo pour toutn € NU {—co}.

Démonstration.

O

La preuve ci-dessus montre en particulier P # 0 et Q # 0, le coefficient dominant de PQ est le produit des
coefficients dominants de P et Q. En particulier le produit de polynémes unitaires est un polyndme unitaire.

G. Peltier
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Polyndmes (partie A)

Propriété 20.14

(K[X],+, X) est un anneau intégre. Son élément unité est le polynéme constant 1 € Ky[X].

Démonstration. La seule propriété non évidente est qu'il n'y a pas de diviseur de zéro dans K[X]. Cela découle
de la propriété précédente : le produit de deux polynémes non nuls (donc de degrés positifs) a un degré positif,
et donc ce produit est non nul. Cela prouve la propriété qu'il n'y a pas de diviseur de zéro dans K[X], et donc que
c’est un anneau integre. O

Corollaire 20.15 |

Soit P,Q,R € K[X].Si PQ =0, alors P =00u Q =0.
Tout polynéme non nul est régulier :

(R0 et PR=QR) — P=0Q

Propriété 20.16 (Eléments inversibles de K[X])

Soit P € K[X]. P est inversible si et seulement si P est constant non nul.
(donc si et seulement si deg P = 0)

. . . N 1 .
Démonstration. Sens indirect : si P = ay € K*, alors en posant le polynome constant Q = —, on a bien PQ = 1,
ao

donc P est inversible.
Sens direct : si P est inversible alors il existe O € K[X] tel que PQ = 1.

e D’une part, comme PQ = 1, on a nécessairement P # 0 et Q # 0 donc degP > O etdegQ > 0.

e D’autre part, en passant au degré dans PQ = 1,ona

deg(PQ)=degl  donc  degP+degQ=0

Ainsi, on a nécessairement deg P = deg Q = 0. Par conséquent, P est constant non nul. O

Attention, on ne peut donc écrire P! que si P est constant non nul. Et en pratique, il n'y a pas de raison de
'écrire...

Propriété 20.17 (Bilinéarité du produit)

Soit P,Q € K[X] et A € K. Alors
A(PQ) = P(AQ) = (AP)Q

On pourra donc écrire A PQ sans ambiguité
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Polyndmes (partie A)

1.6 Puissances d’un polynéme

Définition 20.18 |

Soit P € K[X] et n € N. On définit le polynéme

P'=Px---xP

n fois

avec la convention P° = 1.

Remarque. La notation P = P(X) est cohérente avec cette notion : par exemple si P = X, alors P" et le mondme
X" sont effectivement égaux.

Propriété 20.19 (Degré de P")

Soit P € K[X] etn € N*.
deg(P") = ndegP

La formule reste vraie sin = 0 avec la convention 0 x (—eo) = 0, mais cela a peu d’intérét a retenir en pratique.

Propriété 20.20 (Calcul dans un anneau)

Pour tous P, Q € K[X] et pour toutn € N,

(P+or =Y (Z)PkQ""‘

k=0

n—1
Pt — Qn _ (P— Q) ZPan—l—k
k=0

Exemple 6. Soit un entier n > 1. Déterminer le degré et (s'il existe) le coefficient dominantde P = (X +1)" —
X" —nx" L
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1.7 Evaluation en un point

Définition 20.21 |

n
Soit P = Z arX* et o € K. On appelle évaluation de P en o la valeur
k=0

n
P(a) = Zakak =ay+aiad+aa*+---+a,a" €K
k=0

On prendra garde au fait que si P = a, i.e. P est constant, alors P(a) ne dépend pas de «. En particulier avec
P=1,onaP(a)=1.0n évitera cependant d’écrire “1(a)” a cause d'une confusion évidente et dangereuse avec
le produitde 1 € Ket o € K.

Avec des notations évidentes, on a de plus
(P+Q)(a) = P(a) +Q(cx)
(AP)(a) = AP(cx)
(PO)(a) = P(a)Q(cx)

Propriété 20.22
Soit @ € K. L'application
evy : K[X] - K
P— P(x)
est un morphisme d’anneaux.
n
Exemple7. SiP =) aX*alors  P(0) =............... et P(l) =

k=0

1.8 Composition de polynomes

Définition 20.23 |

n m
SoitP =) aX* cK[X]etQ = Y b;X’ € K[X]. On définit le polynome composée Po Q par
k=0 j=0

k
poo-Fac'~ fu (L)
k=0 k=0 \j=0

Exemple 8. SoitP=X>—X, Q=2X+1 et R=3.Calculer:
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On note parfois P(Q) pour la composée P o Q... Mais il faut la manier avec précaution, car on peut confondre
avec le produit P x Q. Dans la pratique on l'utilisera principalement lorsque Q est de la forme X + & dans la
formule de Taylor (voir plus loin). On notera cependant que :

e SiQ =2 €K, alors PoQ est constant et égal a P(A) : la notation P(Q) est cohérente avec |'évaluation en A.

e SiQ =X, alors Po Q est égal au polyndme P : la notation P(Q) est cohérente avec le fait qu’on peut noter
P(X) le polynome P.

Propriété 20.24 (Degré de P o Q)

Soit P,Q € K[X].
1. SiQ est non constant, alors deg(Po Q) = deg P x deg Q.
2. Si Q est constant, alors P o Q est constant et donc deg(Po Q) < 0.

2 Fonction polynomiale

Définition 20.25 (Fonction polyndomiale)

Soit X C Ket f: X — K. On dit que f est une fonction polynomiale s'il existe un polynéome P € K[X] tel
que

VxeX  f(x)=P(x)

Définition 20.26 |

Soit P € K[X]. On définit la fonction polyndmiale associée a P comme étant la fonction fp : K — K définie
par

fpix— P(x)

Cette notation n’est pas officielle. En général, on note plut6t P la fonction fr-

Au lycée, on dit par exemple que la fonction x — x> + 2x est un polyndme, mais le terme correct est en fait
fonction polynomiale.

La notation P(x) laisse parfois penser (a tort) que P est une fonction, mais c’est bien un polynéme. Et sur le
principe ce n’est pas le méme objet qu'une fonction : P appartient a K[X] et non KX. On verra cependant que
'application P — fp est bijective de K[X] sur I’ensemble des fonctions polynomiales (la surjectivité découle de
la définition).

Les opérations +, A+, x et o vues précédemment sont “compatibles” avec les opérations +, A+, x et o entre
fonctions qu’on a vu au chapitre de fonctions usuelles. Cela signifie que pour tous polynémes P, Q et pour tout
AeK ona:

* frro=rrt /o
® fip=Afp

® fro=frfo

® frog = fPo fo

G. Peltier 11/16
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3 Dérivation formelle dans K[X]|

3.1 Définitions et premieres propriétés

Soitk € N. Si f est la fonction définie par f(x) = Xk, alors

00 kU sik>1
X)) =
0 sik=0

Sur le méme principe, on va définir (X*)' = kX*~! si k > 1, tandis que (X°)’ = 1’ = 0. On évitera a tout prix
d’écrire X 1.

Définition 20.27 |

n
Soit P = Z aXx* e K[X]. Le polyndme dérivé (ou dérivée formelle) de P est le polynéme
k=0

n n—1
P = Zkaka_l = Z(k—F 1)ak+1Xk
k=1 k=0

Sur le principe, la dérivation est en tout point similaire a celle que I'on fait dans les réels :
/
n n / n / L

Z aka = Z ay (Xk) = Z ay (Xk> = Z kaka_l

k=0 k=0 k=1 k=1
Attention, on ne peut pas écrire “X ~!”, donc en particulier on ne peut écrire (X k)’ = kX*! que lorsque k > 1.
C’est pourquoi la premiere somme de la définition commence a I'indice 1.
Exemple 9. Ona (—5X> +4X?—7) = ..o,

Attention, on a certes le droit d’écrire X', mais on ne peut toujours pas écrire x’ si x est un réel !

Remarque. Si K = R, la fonction polyomiale fp est dérivable, etil y a “compatibilité” entre ces notions: (fp)' = fpr.
Mais la dérivée formelle reste définie si K = C, alors qu’on ne sait pas dériver une fonction définie sur C. Plus
exactement, c’est une dérivation qui est purement algébrique (on n’utilise pas la notion de limite). C’est pour
cela que I'on parle de dérivée formelle.

3.2 Dérivation et opérations de K[X]

Propriété 20.28 (Dérivation et +,1-, X, 0)

Soit P, Q € K[X].
e Linéarité : pour tous A, it € K,ona (AP+uQ) = AP +uQ'.
e Produit: (Px Q) =P xQ+Px(Q.
e Composition: (Po Q) = Q' x (P 0 Q).

Démonstration. On montre que ces égalités entre polynomes sont valides en vérifiant que les polyndmes mis en
jeu ont méme degré et des coefficients égaux deux a deux. On met ici la démonstration pour le produit, qui peut
étre lue rapidement en premiere lecture :
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e On commence par montrer la formule lorsque P et Q sont deux monomes : on suppose que P = X” et
Q = X%avec p,q € N.Si p =0, alors P = 1 et donc P’ = 0. On a alors

(PQ)/ — Ql :PQ/+P/Q
Idem si ¢ = 0. On suppose donc que p > 1 et g > 1. Alors PQ = X?™4, sibien que
(PQ) = (p+q)X"*+7!

et
PO+PQ = (pX" XTI+ XP(gXT ") = (p+q)x"*"!

La formule est donc démontrée pour des monomes.

m n
e On suppose a présent P et Q quelconques : on pose P = Z aX'etQ= Z b;jX’. Alors

i=0 =0
!
m n
i=0 j=0
m n . . !
== (Z Z CliijlXj>
i=0 j=0
m n o
= Z Z ab; (X . ¢ ) par linéarité (assertion 1)
i=0 j=0
lm Jn . ) )
=Y Y ab; | (xX) X7 +x7 (x7)|
i=0 j=0
lm jn N m n F iV
¥ aby () X+ B E abx ()
i=0 j=0 i=0 j=0
m n m n
= Zai (Xi)/ Z ijj + Za,-Xi Z bj (Xj)l
i=0 =0 i=0 =0
m ! n m n !
= <Z aiXi> Z ijj + ZaiXi (Z ij> par linéarité
i—=0 i=0 i=0 i—0
= P’lQ+PQ' j | j

Exemple 10. Déterminer la dérivée formelle du polynéme P = (2X — 1)*.

Propriété 20.29 (Degré de P')

Soit P € K[X].
e SidegP > 1, alorsdegP’ = degP — 1.

e P' = 0sietseulement si P est constant (i.e. degP <0).
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Démonstration.

Pour la seconde assertion, le sens réciproque est évident. Pour le sens direct, on raisonne par contraposée : il
suffit de montrer que si P est non constant, alors P’ # 0. Or, si P est non constant, on a deg P > 1, et donc par la

premiére assertion on adegP’ > 1 —1 = 0 # +oo. Ainsi, P’ # 0. O
3.3 Dérivée k-ieme
Définition 20.30 |
Soit P € K[X]. On définit récursivement le polynome dérivé d’ordre k de P, noté P¥) en posant :
e PO =p
e Pourtoutk € N, P%+1 — (pk)y
Exemple 11 (Important!). Soitk,n € N.
COLE
En particulier (X)) = ...
On peut généraliser les propriétés de la dérivée formelle aux dérivées successives :
Propriété 20.31
Soit P,Q € K[X], etn € N.
e Linéarité : pour tous A, it € K, ona (AP+uQ)" = AP™ 4 o™
n
e Formule de Leibniz : (P x Q)(") = Z (Z) PRk
k=0
Propriété 20.32 (Degré de P"))
Soit P € K[X] etn € N.
e SidegP > n, alors deg(P")) = degP — n.
e P — (i et seulement si degP <n—1.
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Exemple 12. Soit o € K et P € K[X]. Déterminer la dérivée k-ieme de Q(X) = P(X + &) = Po (X + &) en fonction

de celle de P.

3.4 Formule de Taylor

Théoréme 20.33 (Formule de Taylor)

Soitn € NetP € K, [X ] (donc un polyndme de degré n ou moins). Enfin, soit ¢ € K.On a:

n p(k)
px)=Y ~ kf“) (X — ).
k=0 :

SidegP < n, alors P¥) (@) = 0 pour tout k € [deg P+ 1,n] : les termes correspondants de la somme sont alors

nuls.

Démonstration. On fait la preuve pour o = 0 d’abord, puis pour o # 0.

e On suppose o =0.

G. Peltier
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0™ (0)
k!

n
e Soit o € K quelconque. On pose Q(X) = P(X + «). D’apres le point précédent, Q(X) = Z Xk,
k=0

Ainsi, on a d'une part

Q(k)'(o) (X _ Ol)k

Px)=0x-a)= Y &
k=0

et d’autre part, pour tout k € [0,2], 0% (X) = P¥ (X + o) par I'exemple 12, donc 0¥ (0) = P (a).

Finalement,
P(k)(a)
Pex) = ¥ T x —ay
k=0
O
u P®(0
Remarque. En particulier, si P = )_ a;X*, alors gy = k'( ) _

k=0

Corollaire 20.34 |

Si deux polynémes P et Q ont la méme fonction polynémiale (fp = fp), alors P = Q. En particulier,
'application P — fp est bijective de K[X] sur I'ensemble des fonctions polynomiales.

Démonstration. On admettra cette propriété pour K = C. Supposons K = R. Soit P,Q € R[X] tels que fp = fp.
Or, pour toutk € N, on a

PR(0) = (f2)M(0) = (f0)M(0) = 2™(0)
Ainsi, étant donnén € Ntel quen > degP etn > deg(Q, ona

n PO0) k_ §- 01(0)
P:kg’) !Xk:Z xk=0

k k=0

Ceci prouve que l'application de R[X] dans I’ensemble des fonctions polynémiales définie par P — fp est
injective. Elle est par ailleurs surjective par définition des fonctions polynémiales. Elle est donc bijective. O
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